Sylepsa McCalluma
W czasie wspólnej sesji PTM-AMS, Mc Callum postawił następujące zapytanie:

Jak zareagujesz, gdy twój student przedstawi takie rozwiązanie równania kwadratowego: 
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ryc. foto ekranu z wykładu McCalluma
Na podstawie wielu dialogów z uczniami i studentami z poprzednich lat, nabrałem przekonania, że takie i podobne traktowanie rozwiązywania równań jest dość częste u takich uczniów i studentów, którzy nabrali trochę wprawy w rozwiązywaniu równań jako zagadek, swojego rodzaju rebusów do rozwiązania. Podstawą ich działania jest często milcząco przyjęta metafora "równanie jest zagadką". Natomiast nie wiążą z przekształcaniem odpowiednich wyrażeń żadnego wyraźnego znaczenia. Ich rozumienie algebry nie jest oparte na odpowiedniej bazie semantycznej, natomiast nabyli pewnej niepełnej wprawy syntaktycznej. Objawy takiego rozumienia algebry Krygowska nazwała "zdegenerowanym formalizmem". To jest dobra nazwa z punktu widzenia kogoś, kto ma opanowany pełny, niezdegenerowany formalizm. Jego rozumienie jest wtedy oparte na kompletnej i dobrze rozumianej syntaktyce i widzi błędny krok w przekształcaniu wyrażenia, nie przypisując mu nawet żadnego niezależnego znaczenia. Niezależnego w tym sensie, że wyrażenie algebraiczne jest dla takich dojrzałych algebraicznie osób samo dla siebie znakiem i znaczeniem.  
Ale patrząc na to, czym dysponuje uczeń, jest to raczej formalizm niedorozwinięty. Ale w obiegu są obie nazwy. W Krakowie ta pierwsza, a na linii Warszawa-Siedlce, częściej ta druga.
Obecnie w Polsce wiele podręczników podaje interpretację geometryczną wyrażeń algebraicznych. Mimo to tradycja w nauczaniu algebry jest taka, że podaje się pewne sposoby przekształcania równań, możemy nawet powiedzieć pewne reguły, natomiast nie wiąże się tych reguł z wyjaśnieniem semantycznym. Na przykład, podaje się regułę o przenoszeniu wyrazów na drugą stronę ze "zmianą znaku", sprawdza się na kilku przykładach, że to działa i nie podaje się wyjaśnienia dlaczego to działa. 

Używając terminologii Skempa [       ], zadowalamy się rozumieniem instrumentalnym, a pomijamy rozumienie relacyjne.  Natomiast w terminologii Krygowskiej [         ], powiedzielibyśmy, że w praktyce nauczania algebry większość nauczycieli poprzestaje na doprowadzeniu uczniów do rozumienia operatywnego, a zaniedbuje rozumienie strukturalne i formalne.  

Nie mówi się otwarcie, że równanie określa pewne liczby, o które mają spełniać równanie i dozwolone są tylko takie przekształcenia, które nie zmieniają zestawu tych liczb, czyli rozwiązania równania. 
Dla takich dozwolonych przekształceń rozwiązanie równania powinno być niezmiennikiem.

Matematycznie rzecz biorąc, takie przekształcenia możemy opisać jako "różnowartościowe", przyporządkowują różnym liczbom różne. Można to wyrazić też prościej:
"to samo przekształcenie po obu stronach równania, nie zmienia rozwiązania"

Trzeba dodać, "to samo różnowartościowe przekształcenie".

To byłby dobry krok w kierunku rozumienia relacyjnego wg Skempa lub wg Krygowskiej w kierunku rozumienia strukturalnego, a potem formalnego. Również Feliks Klein byłby zadowolony z powodu użycia "myślenia funkcyjnego" o którym marzył w Merano. Aby to myślenie funkcyjne się przyjęło nie wystarczy podanie tego w podręczniku, jak np
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 foto z podręcznika "matematyka 5"  WSiP  1985
trzeba to wprowadzić do kształcenia nauczycieli. Muszą wiedzieć przecież co to są przekształcenia różnowartościowe. A dlatego są ważne, że mają przekształcenia odwrotne. Potrzebna jest też wiedza o tym. co to jest ugrupowanie w sensie Piageta i o tym dlaczego w swojej znanej metaforze o nauczaniu czynnościowym Krygowska  [0000 sgtr] mówi o przekształceniach odwrotnych. Gdy tego brak, to najczęściej mamy zablokowanie rozumienia na rozumieniu instrumentalnym i operatywnym, już na początku nauczania algebry. Nie wszyscy uczniowie potrafią sobie z tym zablokowaniem poradzić sami. 
To zablokowane ma dużo poważniejsze skutki niż by się wydawało. Przyzwyczajamy bowiem uczniów do porzucania dociekliwości. Na pytanie dlaczego tak jest, że przenoszenie na drugą stronę równania ze zmiana znaku jest "dozwolone" dajemy milcząco wymijającą odpowiedź: "Zrób dziesięć przykładów, a zobaczysz, że to działa". A jak to za mało, to zrób sto! Co, nie chce Ci się? znaczy zrozumiałeś... 
Niestety przy pracach nad  podstawą programową, w których brałem udział, systematycznie były skreślane na końcowym etapie prac słowa "funkcja różnowartościowa".  Nie miałem już wtedy możliwości naprawienia tych skreśleń. Uważano, że to za trudne dla gimnazjalistów, a teraz nawet za trudne dla licealistów. Uważano, że wystarczą jako "narzędzie matematycznego myślenia"  funkcje monotoniczne: rosnące, lub malejące.  
W rezultacie mamy w klasach szkolnych pełno plakatów z przykładami funkcji rosnących lub malejących, nie mamy natomiast nawet wzmianki o bardzo potrzebnych funkcjach różnowartościowych.  
Wprowadzenie myślenia funkcyjnego (funktionales Denken) do szkolnej matematyki było kiedyś marzeniem Feliksa Kleina, wyrażonym na Kongresie Nauczania Matematyki w Merano, jeszcze przed pierwszą wojną światową. Można o tym przeczytać w Wikipedii. Na czym to funkcyjne myślenie ma polegać w szkole? Na jakim szczeblu można o tym mówić?
Już przy samych początkach arytmetyki. Tradycyjnie zapisujemy działania arytmetyczne dwuargumentowo:  np. 2+3 = 5 . Działanie dodawania przekształca tu parę liczb 2 i 3 w liczbę 5. Są inne pary, które są przekształcane przez dodawanie w liczbę 5, np.

3 i  2, 4 i 1,  1 i 4:   
3+2 = 5,  4 + 1 = 5,  5 +1 = 5 .
Dwuargumentowe dodawanie nie jest więc różnowartościowe. Podobnie z mnożeniem, odejmowaniem i dzieleniem.

Ale potraktowane jednoargumentowo, przy ustalonym drugim argumencie (np. stale "plus 5"), działanie dodawania daje funkcję różnowartościową, np.

funkcja "plus 5" przeprowadza różne liczby w różne. Ma wobec tego funkcję odwrotną "minus 5". Kto to zauważył i zrozumiał, ma szanse na lepsze i głębsze rozumienie tej wspomnianej intencji Kleina, a jego uczniowie, jeżeli jest nauczycielem, mają szansę lepiej zrozumieć jakie są te "tajemnicze" przekształcenia przy których rozwiązania równań są niezmiennikami. 

Myślenie funkcyjne jest łatwe do wprowadzenia, ale pod jednym warunkiem: trzeba odpowiednio przekonać nauczycieli, tj. trzeba pokazać jak to się robi, do czego to służy w nauczaniu początkowym, dlaczego jest ważne na późniejszych etapach matematycznego rozwoju uczniów. Trzeba też do tego przekonać nauczycieli nauczycieli. To jest jeszcze trudniejsze. Konserwatyzm akademicki i urzędników oświatowych średniego i wysokiego szczebla sięga wyższych pięter niż najmodniejsze budowle postmodernistyczne. 
Dzisiaj mamy do rozwijania myślenia funkcyjnego znakomitą pomoc: proste tanie, zwykłe kalkulatory.  To jest sprawa godna osobnego dokładnego przeanalizowania  [Zawadowski 2009].  
Rozwój matematyczny pojedynczego ucznia nie kończy się za progiem szkoły. Jest procesem społecznym, który toczy się też poza szkołą. Matematyka poza szkołą jest tyle warta ile może służyć do wyjaśniania, do przewidywania, do przekonywania innych. Jeżeli na tych polach społecznej interakcji jest użyteczna, to daje pewne poczucie przewagi, bardzo miłe dla wielu osób. 
Jak więc odpowiemy napytanie McCalluma? Odpowiemy, że nauczanie syntaktyczne algebry jest dobre dla uczniów i studentów "z górnej półki" i jest powszechnie praktykowane. Syntaktyczne, to znaczy takie, które opiera się na przekształcaniu wyrażeń algebraicznych, według podanych reguł bez budowania znaczeń. Uczniowie z górnej półki mogą sami zbudować sobie odpowiednią bazę semantyczną. Dla tych z dolnej półki nauczanie syntaktyczne prowadzi do różnych niepowodzeń. Również dla tych z górnej półki takie nauczanie czasem prowadzi do trudności. Jedną z takich trudności opisuje zapytanie McCalluma. Aby wyjaśnić motywację wielu osób wpadających w tok myślenia podany przez McCalluma i związany z tym paradoks, spójrzmy na szkolną algebrę tak jak na język. Język naturalny ma nośnik akustyczny, forma pisana jest dla języków naturalnych wtórna. Ale szkolna algebra jest językiem wizualnym, formułki algebraiczne czyta się wzrokiem, odbiera się wzrokiem, nie uchem. Tak jak w każdym języku tak i tu, obok zwykłych zdań, istnieją zwroty, frazy, idiomy i figury stylu, metafory i metonimie.   

W szkolnej algebrze zawsze piszemy  2x, a nie  x2. To jest idiom.

W szkolnej algebrze możemy napisać wyrażenie i kolejne jego przekształcenia połączone znakiem równości. W takim wypadku znak równości znaczy "w wyniku daje" i służy taki zapis tak jak skrót. Taki zapis jest formalnie niepoprawny, ale skraca pisaninę i dlatego jest tak powszechny. To też jest idiom. Ten idom jest pochodzenia metonimicznego. Te kolejne znaki  "równości" nie oznaczają już, że to, co po lewej stronie znaku jest tym samym, co po prawej. Te znaki mają przesuniętą funkcję referencjalną. Ich znaczenie jest zmienione. Można je określić jako  "daje wynik", ale nie jest to dokładnie to. Po prostu trzeba zobaczyć, do czego taki skrót w zapisie służy.  

W każdym języku potocznym występują figury stylu. Dwie najważniejsze to metafory i metonimie. Metafory najczęściej tworzą nowe znaczenia i są to figury stylu tworzone świadomie. Natomiast metonimie nie tworzą nowych znaczeń, ale służą do wyrażenia oczywistych wspólnych znaczeń dla źródła i odbiorcy przekazu. Metonimie zwykle są tworzone nieświadomie, mają cechę oczywistości, dla źródła i odbiorcy. Metonimią jest np. użycie imienia autora zamiast jego dzieła w zapytaniu "Czy czytałeś Sienkiewicza?", lub imienia stolicy kraju zamiast rządu w komunikacie "Warszawa protestuje w sprawie emisji CO2". Pewnym szczególnym przypadkiem metonimii jest użycie nazwy części zamiast całości (pars pro toto), np. w tytule  "Wysokie obcasy". Metonimią jest też znak równości na prostym kalkulatorze użyty w znaczeniu "proszę o wynik". 
Inną figurą stylu jest sylepsa, to jest użycie tego samego znaku lub słowa w jednym zdaniu w dwóch różnych znaczeniach, np. "wpadł do studni i w długi", "straciła cnotę i zegarek".  Sylepsa daje u odbiorcy pewne zaskoczenie zestawieniem dwóch różnych znaczeń, co niesie efekt komiczny lub paradoksalny przy odbiorze zdania.  Zdanie o charakterze sylepsy jest pewnym skrótem, który ma dla niego "chwilowy" sens proceduralny, idzie na skróty.  Odbiorca stara wydobyć znaczenie ze znaków według swojej najlepszej wiedzy i widzi naruszenie normy, prowadzące do nonsensu. Takie zaskoczenie często powoduje śmiech. W czasach Sokratesa i Platona, sofiści greccy prowadzili na Agorze np. takie rozumowania: Udowodnię ci, że twój ojciec jest psem; przecież masz psa, który jest ojcem, więc twój ojciec jest psem! Jest językową normą, że słowa i frazy powinny mieć znaczenia, które w miarę wypowiadania nie powinny się gwałtownie zmieniać. Sylepsa w zdaniu narusza tę normę. Widać to w przytoczonych przykładach z języka potocznego i w przykładzie McCalluma. 
Co z tego wynika dla postępowania z uczniami w klasie? 
W nauczaniu algebry, tak jak w nauczaniu każdego innego języka, należy bardzo starannie budować znaczenia znaków słów, zwrotów i zdań. Reguły formalne powinny przyjść po zbudowaniu bazy semantycznej. Gdy postąpimy inaczej, uczniowie często podchodzą do wypowiedzi, jak do zagadki, którą mają odebrać i nadać jej sens, w oderwaniu od znaczenia. Można temu zapobiegać w sposób czysto formalny mnożąc regułki i zasady formalne, ale to jest droga pracowita, nudna i żmudna i zwykle mało efektywna. Regułki nie oparte na semantyce szybko znikają z naszej pamięci.
Powstaje pytanie, w jaki sposób budować znaczenia dla formuł algebraicznych. W przeszłości często budowano te znaczenie przez odpowiednią liczbę zadań tekstowych. To nadal do pewnego stopnia jest pożyteczne. Ale nie zawsze [por Afera z małpami, NiM ...  ] Najlepsza jest interpretacja geometryczna wyrażeń przez wykres funkcji, od samego początku. (Taki wniosek jest zgodny z prezentacją A. Sierpińskiej na wspomnianej wspólnej sesji American Mathematical Society i Polskiego Towarzystwa Matematycznego na temat edukacji, Didactica Mathematicae (Dydaktyka Matematyki) tom 30, 2007). 
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ryc. plansza z wystąpienia A Sierpińskiej na wspólnej sesji American Mathematical Society i Polskiego Twarzystwa Matematycznego na temat edukacji, Didactica Mathematicae (Dydaktyka Matematyki) tom 30, 2007, 

Dawniej taka interpretacja za pomocą wykresu byłaby zrozumiała, ale była za bardzo pracochłonna dla wyrażeń nieliniowych.  Dzisiaj, dzięki technologii informacyjnej jest pod ręką. Np. bardzo prosty program  "Wykresy Funkcji Online" jest w sieci dostępny w każdej chwili, za darmo. Jego zrozumienie wymaga tylko zrozumienia czterech działań arytmetycznych i tego czym jest układ współrzędnych. Są też inne bardzo dobre programy bardziej wyrafinowane.  Są kalkulatory graficzne. O układzie współrzędnych dzisiaj uczniowie dowiadują poza szkołą wcześniej niż w szkole i zanim zdobędą jako taką wiedzę o trójkątach i figurach geometrycznych w ogólności. 
W.Zawadowski, Wspólna sesja American Mathematical Society i Polskiego Towarzystwa Matematycznego na temat edukacji, 31 lipca –2 sierpnia 2007, Didactica Mathematicae (Dydaktyka Matematyki) tom 30, 2007, str 161-169.
–, Co dobrego można powiedzieć o nowej Podstawie Programowej, w H.Kąkol i K. Dałek,  redaktorzy, Materiały pokonferencyjne XVIII Krajowej Konferencji SNM, Radom 2008, str 101-108.

(Uwaga słowo "equation" w języku angielskim oznacza w ogóle "wyrażenie algebraiczne", po polsku słowo "równanie" nie ma tak szerokiego znaczenia, dlatego np. nazwa "Microsoft equation" jest trochę mylące dla Polaków, to jest metonimia typu "część za całość", tak jak metonimiczny tytuł "Wysokie obcasy".)
Osobną sprawą jest więc sprawność syntaktyczna, poprawne gramatycznie budowanie wyrażeń i posługiwanie się "dozwolonymi" przekształceniami wyrażeń, a osobną sprawność semantyczna, czyli po prostu rozumienie wyrażeń ich sensu i znaczeń. 
Pisząc o rozumieniu, Krygowska rozróżniała trzy rodzaje rozumienia:

operatywne, formalne, i strukturalne. Do pewnego stopnia, każde z nich można badać niezależne od pozostałych dwóch. Ta klasyfikacja Krygowskiej nie jest rozpowszechniona w środowisku dydaktyków na świecie. W tym środowisku rozpowszechniona jest prostsza klasyfikacja Skempa. Wyróżnia on dwa rodzaje rozumienia: rozumienie relacyjne i rozumienie instrumentalne. W praktyce taka dwubiegunowa klasyfikacja jest łatwiejsza do zastosowania. 

Jak wg tych dwóch klasyfikacji opisać sylepsę McCalluma? Jest tam widoczny u studenta pewien stopień operatywności, ale z błędami i brak kontroli semantycznej, opartej na analizie znaczeń. Formalne reguły przekształcania też zawiodły. 
Niestety zamiast tego w praktyce "przy tablicy" podaje się w Polsce inne wyjaśnienie tego, jakie przekształcenia "są dozwolone":

"przenoszenie ze zmianą znaku na drugą stronę"

lub ogólniej

"takie które nie wprowadzają obcych pierwiastków".

Nie są to dobre określenia. To pierwsze nie wyjaśnia dlaczego można "tak przenosić", a to drugie napędza nam stracha przy każdym przekształceniu: "wtargnęły te obce pierwiastki, czy też nie?" Nie wyjaśniamy bliżej,  jakie to mianowicie są te przekształcenia, które nie wprowadzają "obcych pierwiastków".  Powstaje też bez odpowiedzi pytanie, które pierwiastki są "swoje", a które "obce"?

Bardzo dobrze można to pokazać na przykładzie prostych równań już w szkole podstawowej.

np.

Znaczenie zdania powinno być niezmiennikiem przekształceń jego formy powierzchownej.

Podobnie jest z przekształcaniem równań.

Zasada "reprezentacji równoległych".
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